Kreis

Ein Kreis (die Kreislinie) k ist definiert als die Menge aller Punkte X einer Ebene, die von einem
Mittelpunkt M den gleichen Abstand r haben:

k(M;r) ={X|XM =1}

Gegeben ist nun ein bestimmter Kreis k. Die kartesischen Koordinaten jedes Punktes X( x | y ) auf
diesem Kcreis k erfiillen die Kreisgleichung:

c)

d)

k: x2+y2—6x—2y=15

a) Wie viele Punkte haben die x-Koordinate -1 ?

Begriinde rechnerisch und stelle graphisch dar!

b) Die Gerade t:y = —%x + 9% ist eine Tangente an den Kreis k, da sie mit diesem

genau einen Berthrpunkt T(x |y ) gemeinsam hat.

Die Koordinaten von T erfullen folgende Gleichung:
2

2+( > +91) 6 2( > +91>—15
x 4773 X 3 772) 7
Weise mithilfe dieser Gleichung nach, dass t tatsdchlich eine Tangente an k ist, und

uberprufe graphisch.

Die Abbildung rechts zeigt den durch die Gleichung gegebenen Kreis im

Koordinatensystem.
Uberpriife, ob das fiir die Punkte P und Q gilt: 6
Pe k und Q € k
Begriinde deine Uberlegungen in allgemeiner
Form! Lies dazu die Koordinaten des
Mittelpunktes M aus der Abbildung ab und
zeige mithilfe des Satzes von Pythagoras:
Jeder Punkt X( x| y), der die Kreisgleichung

y

erfullt, hat von M den Abstand r = 5.
Stelle deine Uberlegungen auch graphisch
dar!

Unter dem Einheitskreis versteht man einen Kreis mit Radius r = 1, dessen Mittelpunkt

M im Koordinatenursprung liegt. Alle Punkte auf dem Einheitskreis erfullen die
Gleichung x? +y2 =1.

Stelle den Flacheninhalt mithilfe eines bestimmten Integrals einer geeigneten Funktion
graphisch und rechnerisch dar und gib an, welche Integrationsmethoden zur Lésung
dieses Integrals herangezogen werden kdnnen.



Zu a)
k: x2+y2—6x—2y=15
k(-1): 1+4+y*+6—-2y=15
y2—2y—8=0
y1/2=1i\/1+9
=4 y,=-2

A=(-14) B=(-1]-2)
Zwei Punkte haben die x-Koordinate -1.

» Algebra ~ Grafik
= Gerade o L% fe
LG gix=a
= Kegelschnitt
@ KXy -1 =25 }
= Punkt 2
-3 A-(1,4)
@ B=(1,2)
SO M=)
i@ P=(T,4)
9 a=(1,2
= Vektor -
» CAS
1| Krsis~ =
13 | "a) Punkte mit x-Koordinate x=-1"
14 Ersetze[kx-1]
5 5 3
15 Lisely* -2y + 7 =15%]
- {y=4y=-2} n
16 | "2 Punkte: A=(-1,4), B=(-1-2)"
Zu b)
» Algebra ~ Grafik
@ gx=41 - -
@ by=-075x+05 LEe
= Kegelschnitt
@ K X-3F+ly-1F=25
= Punkt
@ A=(1,4)
@ B=(1,-2)
@ M=(3,1)
@ P=(T,4)
@ Q=(1,2)
L@ T=(6,5) -
P CAS o
417 | "tist Tangente an k: Nachweis”
18 | K
O] - x*—6x+y?—2y=15
-G+ -2y =15
19 5
O | Ersefze, y=-3/dx+9.5: 25 x” — 300 x + 1140 =15
16
5 ) .
op | LOsel(25x- 300x+ 1140}/ 16 =15
O - {x=06}
y=-3/4x+9.5
21
—3 x4+ 38 =
O -y :T

o0 | ¥=(-3x+38)/4

(o]

Ersefze, x=6: y=21

23 | "Berihrpunkt T=(65)"




Substitutionsmethode: Einsetzen der Tangentengleichung t:y = — %x + 9% in die Kreisgleichung:

Losung der quadratischen Gleichung muss eine Diskriminante D = 0 liefern.

Daraus folgt x,,, ist Doppellésung — Beriihrpunkt!
2

3 1 3 1
x2+(——x+9—) —6x—2(——x+9—>=15
4 2 4 2
2+9 2 27 +192 6 +3 19 =15
TN T Ty TOr T -

25 , 75 225 _
6 ~ Xt =0 |

25x% —300x +900 =0 |:25
x2—-12x4+36=0

x1/2=6'|_‘ V36_36

X1=6 = y=5 T = (6|5) Berlhrpunkt
Zuc)
b Algebra ~ Grafik
= Gerade Lﬁ c~
@ gx=1
----- @ ty=-075x+95 EJ \t‘\

= Kegelschnilt
D K(x-3P+(y-1F=25
= Punkt
@ A=(1,4)
..... @ B=(1,-2)
-0 H=(T, 1)
..... o H,=(3,2)

----- @ M=3G1)

= Strecke
@ 2p,m=4
..... @ adg.m-4
@ Bpyw=3
@ bowm=3
= Vektor

b CAS
23 | "Berihrpunkt T=(8,5)"

24 | "Kreisgleichung - Pythagoras: P kundQ e k"

(ex_My2+(y-y_My*2=a3bs(r"2)

S e 2%ty 2 yymt v =25

26 | F-Bx+y-2y+10=25

2 | Erseize, x=-1y=-2. 25 =28

27 | F-Bx+y-2y+10=25

J | Ersetze, x=Ty=4: 25 =25

P
5

Zu zeigen: Pe kM,r) und Q € k(M,r) mit M=(3,1) und r=5



Rechnerische Ermittlung von r:

k: x2+y2—6x—2y= 15
x% + y? — 2xyx — 2y, y =15

xy=3 yy=1
r? —xy? —yy? =15
r2—-32-12=15
r?2 =25

r=>5

Allgemeine Begrindung nach Lehrsatz des Pythagoras:
(x—xy)?+ (7 —ym)? =712
(x—-3)2+(@H-1%2=25

Einsetzen der Punkte P = (7|4) und Q = (—1] — 2):

(x = x>+ (y —ym)? =12
P: (7-3)2%+(“-1)?=25
164+9=25 w.A

Q: (-1-3)2+(-2-1)2=25
16+9=25 w.A.

Zud)
» Algebra ~ Grafik
= Funktion | #H e~

o) = VB

@ g(x) = — V12 —x2 1

= Kegelschnit
@ crrry=1 124

= Punkt

@ M=(0,0)

=l Zahl

- @ a=157

- @ b=-15T

O r=1

» CAS

4 | "Berechnung des Integrals:”

Integral[f,-1,1]
2

Q| -

LS |

abs(Integral[g,-1,1])

™
O s =
2

4 | “Flachen symmetrisch zur x-Achse”

5 | Kreisflache=w/2+mw/2 124

2|~ Kreisfliche = w




Flache des Einheitskreises: A=r’r = A=mn

1
Kreisgleichung in Hauptlage:
\ P (cos(a) / sin{a)) x* + yz =1

¥ =1— 2
y=+1—x?
sin(a)
a\ K 1 Funktion: f(x): y =+1—x?

el Trigonometrische Formel — Idee zur Substitution:

sin? + cos?¢g =1
sin?¢ =1 —cos? ¢
cos?¢p =1—sin?¢

cosp =+/1—sin? ¢
Integrationsmethode: Substitution
x =sing
Ableitung: X =
elttung:. d(o = Coso
dx =cose do
Integrationsgrenzen anpassen: sin(0) =0 wund sin (g) =1 (Winkel im BogenmaR)

Integral zur Berechnung der Kreisflache:

T V[
1 2 2
A=4f \/1—x2dx=4-j \/1—sin2<p-c05(pd<p=4f cos? @ do
0 0 0

Partielle Integration *

] g_ 1r _
=4- [E-(sm(p-cosq0+q0)]0 = 4-(5-5—0) T
Partielle Integration *: ) g )dx=f(x)-gx)—[f'(x)-g(x)dx
fl@)=cosg 9(p) = sing
f'(p)= —sing 9'(p) = cosg

fcos?pdp = [cosp-cospdp = cos@-sing— [—sing-sing dp =
fle)  g'()

=Cosqo-sin<p+fsin2<p do =

=cosrp-singo+f1—c052<p do =

=c05<p-sing0+(p—fcoszg0 do |+fc052<pdgo
2fcosz(p dp = cos@-sing + ¢ |: 2

1
fcoszq) d<p=§-(cos<p-sin<p+<p)



